1 Integrace racionalnich funkci

1.1 Polynomy
Polynom n—tého stupné je funkce
P(x)=ap+aix+ - +a, 12" ' +a,2", v €R,
kde a; e R;i=0,1,...,n a a, # 0 jsou koeficienty polynomu. Stupen budeme znacit n = st P(z).

Véta 1.1. (O rozkladu polynomu) Libovolny polynom P(x) stupnén > 1 s redalnymi koeficienty lze rozloZit
na soucin jednodussich polynomi

P(z) =bo(z —a)™ ... (x — a.)* (2* + pra + )" ... (2% + pex + q,)",
pricemz
bOual"-7a7’7p17"'7p57QI7"‘7p8 € Ra
ki,..., k.0, ...l €N,
ki 4+ ke +2(+ -+ 1) =n
a pro vSechny polynomy

Véta 1.2. (O rovnosti polynomt) Necht P(x) a Q(x) jsou polynomy. Pak P(x) = Q(x) prdvé tehdy, kdyz
st P(x) =st Q(x) a jsou-li koeficienty obou polynomi, u stejnych mocnin stejné.

1.2 Racionalni funkce
Funkci, jejiz predpis je dan podilem dvou polynomt, tj. funkci
P(x)
R(x)=——=,xe{reR| Q(x) #0
(@) = G- € (v € Bl Q@) #0)

nazyvame raciondlni funkci. Je-li st P(z) < st Q(z), pak funkci R(x) nazyvame ryze raciondlni funkce, v
opac¢ném piipadé se jedna o neryze raciondlni funkci.

Véta 1.3. (O déleni polynomu) Necht P(z) a Q(z) jsou dva polynomy a necht
st Q(z) > 0. Pak existuji jednoznacné urcené polynomy Y (x) a Z(x) takové, Ze

P(z) =Y(2)Q(z) + Z(x),
pricemz st Z(x) < st Q(z).

Polynom Y (x) je vysledkem déleni polynomu P(z) nenulovym polynomem Q(z) se zbytkem Z(x). Pokud
je polynom Z(z) = 0, pak fikdme, Ze polynom Q(z) déli polynom P(z). Pro z € R takové, ze Q(x) # 0, lze
tvrzeni véty prepsat do tvaru, ktery mozna lépe odpovida jejimu nazvu:

P(x Z(z
a5 YO+
Jednoduché racionélni funkce: 4
m,x eR\{a},keN
a
(le—gl—prfq)k pro p* —dg < 0,z € R,k € N

nazyvame parcidalni zlomky.



Véta 1.4. (O rozkladu na parcialni zlomky) Necht P(z) a Q(x)jsou polynomy s redlnymi koeficienty,
necht 0 < st P(x) < st Q(x) a necht rozklad Q(z) na soucin jednodussich polynomi je

Q(z) = bo(z —a))™ ... (z —a,) (2® + pro + q)" ... (2% + psx + o)™ .
Pak ezistuje m = st Q(x) jednoznacéné uréenych redlnych cisel
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tak, Ze pro libovolné x € R, Q(x) # 0 plati

P(x A A A A
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1.3 Integrace parcialnich zlomku

Je tfeba umét integrovat nasledujici ¢tyti typy zlomkii:

A A Ax + B Axr+ B
1 2 3 4
()x—a’ ()(a:—a)’f’ ()x2~|—pzz+q7 (22 + px + q)F’

kde A, B,a,p,q € R,k € N a p?> — 4¢ < 0. UkdZeme nyni na konkrétnich piikladech, jak jednotlivé typy
zlomkt integrovat.

1.
r—a=1t
dr = dt

A
/ dr =
T —a

2. pro k > 1 pak

1
:A/zdt:Aln|t|—|—c:Aln|x—a|+c.

A r—a=t 1
/mdx— dr = dit _A/t_kdt_
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3. Je-li A=2a B =p, pak mame obecné
P +pr+q=t

'/ As+B ‘/ 2e4p
—Qr = —Qr =
22+ pr+q 22+ pr+q (2x + p)dx = dt

=Inl|t|+c=In|2z* +pz +q| +c.
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t

Pokud mame obecné x2 + px + ¢ a p* — 4q < 0, pak

2 2 9 2
x2+px+q:(:v2+2§x+%)—%+q=<x+—> +(q——> =



Potom je
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Nakonec vyresime nejobecnéjsi pripad tietiho typu zlomku. Pti vypoctu tohoto integralu pouzijeme to,
co jiz zname ze specialnich tvarti v predchozich dvou prikladech.

Obecné vypada tuprava a postup takto

/ Az + B __/2x—|—23+p Do
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Tyto integraly jsme vSak postupné fesili v predchozich prikladech




